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L’étude de la propagation des ondes en milieux désordonnés est un probleme qui intéresse plusieurs
domaines de la physique tels que la photonique, la physique atmosphérique, I'imagerie médicale et
I’étude des atomes froids. Dans le présent projet, on cherche a caractériser la propagation d’une
onde électromagnétique dans un milieu désordonné dont la permittivité fluctue a la fois en temps et
en espace. Le présent document expose les calculs qui ont été réalisés pour 'obtention d’un modele
théorique pour un tel phénomene.

1 Equation d’onde

D’abord, on cherche a dériver I’équation d’onde pour un milieu désordonné dont la permittivité
fluctue a la fois en temps et en espace a partir des équations de Maxwell:

V-D(r,t)=0 (1)
V-B(r,t)=0 (2)
V x E(r,t) = —w 3)
VxH(r,t):% (4)
Et aussi des relations suivantes:
D(r,t) = goa(r)B(t) (5)
B(r,t) = poH(r,t) (6)

On prend une permittivité o(x,t) qui est fonction de la position et du temps. En combinant les
équations précédentes, on a:

0B 0 0
VXVXE:VX<_8t>:_8tVXB:_'u08tVXH (7)
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VXVxE= T T THoGs [0e(r, 1) E] (8)
82
VxVXxE= —Mow [608(1",2?)E] (9)

On fait ’hypotheése d’un milieu unidimensionnel et on prend un champ électrique sous la forme
E(z,t) = E(x)g. Cela représente un champ polarisé selon I'axe y. De cette fagon on peut écrire:



VxVxE—Vx(z =———4 (10)

De cette fagon, ’équation d’onde devient:

2F(x 2
agig(c?’t) - c%% [z, t) E(z,t)] = 0 (1)

2 Lippman-Schwinger

Pour écrire I'équation de Lippman-Scwinger on prend un milieu de reférence pour lequel on a une
permittivité électrique donné par e,.. I’équation d’une onde se propageant dans un tel milieu est tel
que:

O?E,(z,t) _ EL82ET(x,t) B

= 12
Ox? 2 0t? 0 (12)
En faisant (11) - (12) on trouve:
0? 1 0? e 0’E,
92 [E— E/] — polpv e(z,t)E] 2z —V (13)
0? 1 02 e O%E, ¢, 0%°FE e O°F
a2 F B~ apa t 0Bt e ~a e =" a e (14

En prennent F, = E — Ey et en appellent les operateurs derivée temporelle pour les équations
d’onde dans les deux milieu V et V,., on a:

62Es (Iv t)
ot?
On reconnait dans ’expression précédente I’équation d’Alambert avec terme source donné par:

-ViE, = (V_Vr) E(Qj,t) (15)

s(z,t) = (V= V;) E(x,1) (16)
De cette fagon, on peut écrire sa solution comme:
Eq(z,t) = /gr (V = V,) B(2' t")dx'dt’ (17)
En conséquence, le champ qu’on cherche est donné par:
E(a,t) = By (2,1) + / G OBt Az dt’ (18)
avec v =V —V,.
Ou également:
g=g,+ /g,ﬂdz’dt’ (19)

ou g est la fonction Green pour I’équation (11).

3 Equation de Dyson

On peut écrire I’équation de Dyson de la fagon usuel:

<g($—$0,t—t0)> = gr(l‘—.%‘o,t—to)-f—/gr(l‘—.%‘l,t—tl)z(l‘l—l‘g,tl—tg)gr(l’g—xo,tg—to)dxldxgdtldtg

(20)
Avec:

B(wy — 22,11 — t2) = (I(w1,t1)g0(21 — @2, t1 — t2)V(22,12))c (21)



3.1 Calcul de Sigma

Tout d’abord, on fait 'hypothése qu’on a seulement les termes de second ordre dans X et que le
désordre est continu. De cette fagon, on peut écrire:

S = (9) + (9g,9). (22)

On fait également I’hypothese que le milieu de référence a une permittivité telle que &, = {(e(z,1t)).
Cela nous permettre écrire:

e 02 (g) 02
<19>:<19_79r>:c*2ﬁ'—672@'=0 (23)
De cette fagon, on peut écrire:
(Vg:0)e = (Ugr0) — (D)gr (V) = (9g,0) (24)
Ce qui nous donne:
/ (T ]‘ 82 ! 4l / "4l " 82 s
S, 2" ") = A\ g2 oe(x', t)gr (2" — 2"t — ¢t )815”2 (de(z", ")) (25)

avec de(x,t) = e(x,t) — &,. On remarque que - a été utilisé dans la deuxiéme dérivée pour indiquer
que X est un opérateur.
On peut réécrire ’équation précédent comme:

32
at//2

1 02
Cjatlg {gr(x' o :c”,t' o t//)

avec C'(z', 2", ¢/, t") = (be(a’, t')de(a”,t")).
Pour finir, on peut faire I’hypothese d’invariance statistique:

S, o, 8) = {C(x’,x%t',t">~}} (26)

C’(:L‘/,x”,t',t”) — C(I, _ I”,tl _ t”) (27)

Alors, ’équation de Dyson devient:

32
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gr(z’ —x {C((L‘/ B t”)(g(w”,t”))} dz'dz"” dt’ dt"”" (28)

(ol ) = (e, + [ £

3.2 Transformée de Fourier de I’équation de Dyson

Tout d’abord, on fait I’hypothese suivante:
C(l‘/ — a2t - t//) _ a(x' . .%‘H)ﬁ(t/ . t//) (29)

3.2.1 Transformée de Fourier spatial: produit de convolution

On peut voir (28) comme un produit de convolution. Pour cela, on define la fonction suivante:

H(:r’ _ x”,t’ _ t”) _ gr(m' _ x”,t’ _ t”)a(ﬁl _ x//) (30)

De cette fagon, on a pour la transformée de Fourier spatial le résultat suivant:

o 2 2
<G(k,t)>:Gr(k,t)+/W% H(k,t/—t”)af//z {8t — ") Gk, t")}| dt'dt”  (31)



3.2.2 Transformée de Fourier temporel

Pour la Transformée de Fourier temporel, on écrit:

Gy (ko) —iw’(t—t’)ﬁ
¢

(G(k,w)) = G (k,w) +/ [H(k,w”)e_i“’”(t'—t”)

c ot'?
0 1y =i (¢ —t") (G ko)t do" dw” dw"" dw™"
N - : dtdt'dt" — 32
ot'"? {B(w Je }e 2T 2w 2w 27 (32)
On prend les dérivées temporelles:
GT k7 ! . ’ -1 ’ 1"
(G(k,w)) = G,(k,w) + / Grlk, ') 2 d )e_“" =) (" + ") H (k" )e” ™" # =t
c
(w//// _ w///)Qﬁ(w///)e—iw’”(t’—t”)(G(k,w””)e’“””t” ei“’tdtdt’dt”d—w dw" dw"" dw™" (33)

2r 27 2w 27w

On remarque que l'intégrale en dt donne comme résultat 27§(w — w’). Cela implique w’ = w. De
la méme fagon, I'intégrale en dt’ donne w'’ + w’"”’ = w’ = w. Pour finir, I'intégrale en dt’’ implique en

W' =w" +w" = w. De cette fagon, on a:
"
(G(k,w)) = Gr(k,w) + / @wm(k,w - w”’)zﬁ(w”’ﬂG(k,w)}d;; (34)
Qui peut étre écrit comme:
w? w—w , ,dw’
(Glhw) = Golhow) + 56, (k)G [Eo D Hhw-w)pwngs @)

Il est possible de vérifier que, si on enléve le désordre temporel, en faisant S(t'—¢"") = 1 qui implique
en B(w') = 2mé(w’), on obtient le résultat standard:

(Gk,w) = Gy (k,w) + Z7.G, (k,w) H (k, ) (G k,w)) (36)
4 Calcul des parametres
On peut écrire (35) comme:
(Gk,w) = Gy (k,w) + 3G, (k,w) (G, w)) F (k) (37)
Fikw) = [ ©o Bk - )BT (35)
De cette fagon, on a:
(Glk,w)) = : (39)

Gy (k,w)~! — £ F(k,w)
L’expression de la fonction Green pour une équation du type (12) dans l'espace de fourier est donné

par:

1
k2 — k2

r

Gr(k,w) = (40)

Ce qui nous permettre écrire:

(Gkw)) = 15— k2 — k2(F (k,w)) Y



Ce résultat nous permet d’avoir deux points de vue: un pour chaque type d’illumination. Si on fixe
la fréquence de 'onde incidente on peut déterminer un libre parcours moyen de la maniére suivante:

- (42)

kepr = k2 [1 +
VEr
by = — " 4
T kP (kyyw) (43)

avec F'' la partie imaginaire de F. D’une fagon analogue, si on fixe le vecteur d’onde, on peut définir
un libre temps moyen:

szf =w; {1 - W] (44)
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Ts

Er\/Er
_ Ver 4
kF"(k, wy) (45)

Toutes les grandeurs sont déterminées par F'/(k,w).

5 Choix de la fonction corrélation

On a choisi une corrélation du type exponentiel comme indiqué ci-apres:

a(z) = Aexp [—aéq (46)
t
o) = Bea | -] (a7)
T
Si on prend la transformée de Fourier des expressions on a:
2A¢
k)= ——— 4
o) = T3 e (48)
2BT
- 4
B) = s (49)
De cette fagon, on peut écrire 1'équation (30) de la fagon suivante:
1A 1 1
H(kw) = ——— ; (50)
kT —Zk’r + 7 1 —+ (%JCT)Z)
On peut calculer 'expression pour (38) & l’aide du logiciel Mathematica et on obtient:
Flh,w) —ABL (i 4+ wr) (il /2, + ic? 4 £\ /E,wT) (51)
yW) = . . : .
Ver (ZE\/E +ieT — ckbt + £ ETOJT) (zf\/a + ieT + ckbr + £, /ETOJT)
Pour une fréquence fixé, la partie imaginaire de F' est donné par:
F(hw) = ABlwt? (cé\/a + QEQETTwQ) (52)

Ver (0/Er + ) (2e0\/Erm + 272 + e, (1 + 47%w2))
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